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В роботі неведена методоика керування енергетичними витратами багатоеле-
ментних комбінованих машинно-тракторних агрегатів. Ефективне керування енергетич-
ними витратами призводить до підвищення ефективності експлуатації останніх. Розгля-
нуті задачі оптимальної швидкодії та мінімільної витрати енергії. Для машинно-трактор-
ного агрегату розраховано витрату енергії для двох режимів керування та двох радіусів. 
Встановлено, виконання розвороту з несталим радіусом повороту призводить до зниження 
витрати енергії на розворот. 
Ключевые слова: машинно-тракторний агрегат, керування, витрата енергії, траєкторія 
руху. 

Вступ 
Освоєння енергозберігаючих технологій виробництва продукції рослинництва є 

одним з пріоритетних напрямів розвитку машино-технологічної сфери АПК. При цьому 
першочерговими за актуальністю задачами є розробка методів енергетичної оцінки тех-
нологій та зниження енерговитрат МТА [1-3]. 

Аналіз публикаций 
Використання тракторів з потужністю більше 250 к.с. під час виробництва про-

дукції рослинництва дозволило підвищити ефективність експлуатації широкозахватних 
комбінованих ґрунтообробно-посівних агрегатів в господарствах з великою площею зе-
мельних угідь [4]. Дослідження динаміки даних агрегатів нерозривно пов’язане з до-
слідженням енергетичних витрат його елементами та агрегатом в цілому. Пошук найе-
фективніших рішень використання агрегатів потребує дослідження енергетичних показ-
ників функціонування та пошуку шляхів енергозбереження. Підвищення енергетичної 
ефективності сільськогосподарської техніки та агрегатів являється складною задачею че-
рез багатоступінчатість її структури та через надвелику кількість керованих й некерова-
них показників, що впливають на процес функціонування [5]. 

Мета роботи 
Метою роботи є обгрунтування методу керування енергетичними витратами ба-

гатоелементних комбінованих машинно-тракторних агрегатів, що призводить до підви-
щення ефективності їх використання. 

Основна частина 
Принцип максимуму, сформульований академіком Понтрягіним Л. С. [6], є ро-

звитком і узагальненням класичного варіаційного числення з урахуванням обмежень на 
параметри керування, коли класичний метод не дає рішення для оптимального ке-
рування. 

Розглянемо комбінований багатоелементний МТА, як динамічну систему, що 
описується диференціальними рівняннями. При цьому будемо припускати, що значення 
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керуючих впливів U  можуть миттєво змінюватися й описуються класом кусково-безпе-
рервних функцій з кінцевим числом точок розриву першого роду й обмежених компо-
нентів [7]: 
 *U U ,  

де *U  – обмежений простір припустимих керувань. 
Критерій оптимальності визначає якість керування і є основою для формування 

задачі керування енергетичними процесами в багатоелементних динамічних системах. 
Відповідно до загальної постановки задачі оптимального керування критерій оп-

тимальності має вигляд: 

  0
0

, , min
fT

J f t dt  X U . (1) 

Основні типи критеріїв оптимальності керування енергетичними витратами бага-
тоелементних агрегатів є: 

– максимальна швидкодія; 
– мінімум витрати енергії (мінімум витрати палива). 
В задачі максимальної швидкодії підінтегральний вираз: 

  0 , , 1,f t X U   
а мінімізований функціонал: 

 
0

min
fT

fJ dt T   .  

У задачах керування рухомими об'єктами змінна U  пропорційна швидкості ви-
трати маси і, як правило, обмежена. У зв'язку з тим, що загальний запас палива також 
обмежений, будь-який складний рух чи рух за курсом повинен здійснюватися з мініма-
льними витратами палива. Критерій оптимальності для цього випадку має вигляд: 

 
10

min
fT r

j
j

J u dt


  , (2) 

та являє собою суму швидкостей витрат палива за одиницю часу uj; інтеграл від неї від-
повідає загальному використанню палива. 

Однією із задач керування енергетичними процесами в багатоелементних агрега-
тах є умова, в яких квадрат керованої змінної U  пропорційний потужності, а результат 
його інтегрування пропорційний витраченій енергії. Наприклад, в багатоелементному 
МТА витрачається потужність двигуна трактора на пересування його елементів, подо-
лання опору ґрунту та привід допоміжних органів. За такої умови критерій оптимально-
сті має вигляд: 

 
0

min
fT

TJ dt  U QU ,  

де Q  – симетрична вагова матриця, що визначає кількість витраченої потужності еле-
ментом агрегату. 

У більш загальному вигляді: 

 
0 0

min
f fT T

T T TJ dt dt      U QU X PX X MU , (3) 

де Q , P , M  – симетричні, позитивно визначені вагові матриці, компоненти яких у зага-
льному випадку є функціями часу. 
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Сформуємо функцію стану, запропоновану Понтрягіним Л. C. [6], що називається 
Гамільтоніан: 

      0 0, , , Tp f  H X U p X U p AX BX , (4) 

де 0p  – допоміжна змінна; p  – вектор-рядок допоміжних змінних. 

Ця умова означає, що Гамільтоніан для оптимального керування приймає відпо-
відно до принципу максимуму максимальне значення. Для практичних задач оптимізації 
застосовують також принцип мінімуму, за яким визначають мінімум Гамільтоніану. Тоді 

0 1p   ; в іншому випадку рівняння й умови оптимальності аналогічні принципу макси-
муму з заміною операції обчислення максимуму гамільтоніану на обчислення мінімуму. 

При виконання технологічної операції сівби посівними агрегатами траєкторія 
руху трактору й слідкуючими за ним елементами повинна бути прямою лінію за виклю-
ченням розворотів, об’їздом перешкод або повторювати контури поля. На підтримання 
прямолінійного руху або виконання розворотів витрачається енергія. Задача зниження 
витрат енергії при виконанні розворотів та підтримання прямолінійної траєкторії є акту-
альною. Така задача розглядалась для голономних динамічних моделей транспортних 
засобів [8] та неголономних [9]. 

Розглянемо схему руху трактору по заданій траєкторії (рис. 1). 

 
Рис. 1 – Схема руху трактору по заданій траєкторії 

Розташування неголономної динамічної моделі трактору в просторі задається 
трьома координатами    2, , 0, 2x y    , де  yx,  координати центру задньої вісі R  
по відношенню до нерухливої (глобальної) системи координат та куту орієнтації  , 
тобто куту між повздовжньої віссю трактору та віссю x  нерухливої системи координат. 

Кут повороту керованих коліс трактору max0    , 1arctg
r

    
 

 задається між по-

вздовжньою віссю трактору та вектору швидкості  ,  що виходить з центру передньої 
F . Нарешті, r  радіус траєкторії руху  tR . 

Траєкторія руху трактору, як неголономної динамічної моделі, з мінімальною вит-
ратою енергії, тобто minE , повинна визначатися наступними критеріями [10]: 

1. Довжина шляху по траєкторії повинна бути мінімальною; 
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2. Траєкторія повинна мати найменші радіуси повороту; 
3. Траєкторія повинна бути без гострих кутів та з оптимальною параметризацією. 
Трактор, як неголономна динамічна модель A  моделюється, як опуклий багато-

кутник, що переміщається в двовимірному середовищі  2 20,1W   . Центр вісі задніх 
коліс R  рухається по траєкторії       tytxtR , R , що представлена кривою B-сплай-
ном: 

    
1

,
0

,   0 1
K

i d i
i

t N t t




  R p  (5) 

де K  – кількість точок ip ; ,i dN  – базисні функції кривої B-сплайну; d  – кількість сту-
пенів кривої. 

Траєкторія руху  tR  визначається в параметричному просторі S  (без втрати 
спільності вважаємо, що параметричний простір S  є фактичним робочим простором W ). 

Варіаційна проблема проектування оптимальної кривої траєкторії руху зосере-
джена у визначенні  2K   контрольних точок ip , таким чином, щоб крива R  задоволь-
няла критеріям 1-3. Перша і остання контрольні точки, а саме, 0p  і 1Kp  є початком та 
кінцем криволінійної траєкторії. 

Довжина траєкторії довільної форми, як довжина R  на просторі S  визначається: 

 
2 21

0

2dx dx dy dyL E F G dt
dt dt dt dt

        
    , (6) 

де E , F , G – величини першої фундаментальної форми S . 
При урахуванні форми трактора, який не повинен перетинатися з перешкодами, ви-

мірюємо гладкість відстані до вершин ja  трактора A  на параметричному просторі S . 

Таким чином, так само, як серединою задньої вісі трактора слідує траєкторією  tR , ко-
жна вершина ja  слідує за кривою  tjj aa   на фактичному просторі W , де його зобра-
ження на S  задається   tS ja . Визначаємо гладкість   tS ja  через: 

   
1

0

,   1, , ,   при  2j z j A AH S t dt j n n   a  , (7) 

де   z jS ta  – z-координата зображення ja , 1, , Aj n   на S ; An  – кількість вершин, які 
визначають форму A . 

Додаванням рівнянь (6) та (7) визначаємо мінімальну витрату енергії на рух по 
криволінійній траєкторії: 

 
1

An

j
j

E H L


  , (8) 

що також задовольняє критеріям 1 та 2, тобто довжина шляху по траєкторії повинна бути 
мінімальною й траєкторія повинна мати найменші радіуси повороту. 

Для задоволення третього критерію, який визначає, що траєкторія повинна бути 
без гострих кутів та з оптимальною параметризацією витрата енергії визначається: 
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      
 

 
 

2

1

2

0

1

0

2
1

0

2

1
1

0
0

R
RT

R
RTRR








  KdttdttE , (9) 

де 0T , 1KT  – початкова та кінцева орієнтація трактору на гоні при розвороті. 

Розрахуємо траєкторії руху трактора на розвороті з постійним радіусом повороту 
constR   та нелінійним constR  . Результати чисельного розрахунку наведено на рис. 

2. Радіус повороту трактора для двох випадків обирався на основі результатів теоретич-
них досліджень та складав м 1,7

1
pathR  й м 0,7

2
pathR  [11]. 

 
 а б 

Рис. 2 – Траєкторії руху трактора при розвороті на гоні при постійному радіусі повороту (а) та нелінійному радіусі (б): 

1path  – траєкторія руху при 7,1 мR  ; 2path  – траєкторія руху при 7,0 мR   

Витрата енергії на розворот з постійним радіусом повороту constR   визначалась 
за формулою (8) і склала МДж 29,151 = Epath  для м 1,7

1
pathR  й МДж 36,14

2
 = Epath  для 

м 0,7
2
pathR  (рис. 3). При русі на розвороті з непостійним радіусом constR   витрата 

енергії склала МДж 43,131 = E path  для м 1,7
1
pathR  й МДж 51,12

2
 = Epath  для 

м 0,7
2
pathR  (рис. 3). 

 
Рис. 3 – Витрати енергії на виконання розвороту трактором: 

1 – при радіусі повороту 7,1 мR  ; 2 – при 7,0 мR   

Таким чином, виконання розвороту з несталим радіусом повороту призводить до 
зниження витрати енергії на розворот з МДж 36,14  до МДж 51,12 . Додаткове зниження 
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витрат енергії на розвороти можна досягти обранням найнижчого можливого радіусу ро-
звороту для даного трактора та сільськогосподарської машини за допомогою системи 
автоматичного керування напрямком руху GPS RTK [12]. 

Висновки 
1. При виконанні технологічної операції сівби посівними агрегатами траєкторія 

руху трактору й слідуючими за ним елементами повинна мати пряму лінію за виключен-
ням розворотів, об’їздів перешкод або повторювів контурів поля. 

2.  Траєкторія руху трактору, як неголономної динамічної моделі, з мінімальною 
витратою енергії, тобто minE , повинна визначатися наступними критеріями: дов-
жина шляху по траєкторії повинна бути мінімальною; траєкторія повинна мати найменші 
радіуси повороту; траєкторія повинна бути без гострих кутів та з оптимальною парамет-
ризацією.  

3. Витрата енергії на розворот з постійним радіусом повороту constR   склала 
МДж 29,151 = E  для м 1,71 R  й МДж 36,142 = E  для радіусу м 0,72 R . При русі на ро-

звороті з непостійним радіусом constR   витрата енергії склала МДж 43,131 = E  для 
м 1,71 R  й МДж 51,122 = E  для м 0,72 R . Виконання розвороту з несталим радіусом 

повороту призводить до зниження витрати енергії на розворот з МДж 36,14  до 
МДж 51,12 . Додаткове зниження витрат енергії на розвороти можна досягти обранням 

найнижчого можливого радіусу розвороту для даного трактора та сільськогосподарської 
машини за допомогою системи автоматичного керування напрямком руху GPS RTK. 
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Summary 

Antoshchenkov R., Lebedev A., Antoshchenkov V. Control of the energy loses of 
machine-tractor aggregate 

The paper presents a methodology for managing the energy costs of multi-element 
combined machine-tractor units. Effective management of energy loses leads to increased efficiency 
of operation. The problems of optimal speed and minimum energy consumption are considered. 
For the machine-tractor aggregate the power consumption is calculated for two control modes and 
two radii. It is established that performing a turn with an unstable turning radius leads to a 
reduction in the energy consumption for the turn. 

Keywords: machine-tractor aggregate, control, energy consumption, trajectory. 
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