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КОЛИВАННЯ ПРУЖНОЇ СИСТЕМИ З СУХИМ 
ТЕРТЯМ ПРИ МЕХАНІЧНОМУ УДАРІ

УДК 534.1:539.3

Описано згасаючі коливання пружної системи з сухим тертям, спричинені ме­
ханічним ударом по ньому твердим тілом. Використана технічна теорія удару, за якою 
він вважається миттєвим. Розглянуто два варіанти одноактного удару: неідеально 
пружний горизонтальний і абсолютно непружний вертикальний, коли додатково врахо­
вується також дія миттєво прикладеної ваги тіла, що вдаряє. Методом припасо­
вування розв ’язків побудовано компактні аналітичні вирази для обчислення амплітуд пе­
реміщень і максимумів пружних відновлюючих сил в осциляторі. Виведено також фор­
мули для обчислення часу, коли досягаються екстремуми переміщення і пружної сили 
після удару. Показано, що із одержаних теоретичних результатів, як окремий випадок, 
випливає формула Кокса, відома в технічній теорії удару для ідеально пружних систем. 
Наведено приклади розрахунків, де показано обмежену кількість розмахів коливальної 
дисипативної системи після удару. Встановлено узгодженість результатів розрахунку 
за виведеними формулами з результатами числового інтегрування диференціального 
рівняння руху на комп ’ютері.
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Актуальність. Вільні коливання широко розглядають в задачах на коливання. В 
реальних системах, як правило, присутні сили опору, які призводять до згасання коли­
вань. Отримання компактних розрахункових формул для коливальних систем з сухим 
тертям є важливо задачею для розрахунку працездатності реальних конструкцій та дета­
лей машин.

Аналіз останніх публікацій. В динаміці осциляторів з сухим тертям найбільш 
вивчені вільні коливання, які висвітлені майже в кожному курсі теоретичної механіки [1, 
2]. Значно менше уваги приділено в науковій літературі динаміці таких осциляторів при 
дії ударних навантажень, хоча деякі задачі в цьому напрямі розглянуто в [3]. Тому до­
цільно дослідити вплив сухого тертя на після ударні коливання та вивести відповідні 
формули для розрахунку їх основних параметрів.

Мета статті. Метою статті є математичне моделювання руху осцилятора з куло- 
новим сухим тертям після удару по ньому твердим тілом.

Для досягнення цієї мети використовуємо технічну теорію удару, за якою не вра­
ховується його тривалість у часі, та метод припасовування розв’язків диференціальних 
рівнянь. При цьому задіяно також відомі результати з теорії вільних коливань дисипа­
тивних систем з сухим тертям.

Викладення основного матеріалу.
1. Зупинимось спочатку на неідеально пружному горизонтальному ударі. Пе­

реміщення коливальної системи в напрямі горизонтальної вісі ох  описуємо дифе­
ренціальним рівнянням:

(1)
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tn =t0 + — , n = 1,2,...
CO

Отже характеристики руху an і t є членами арифметичних прогресій.
Розглянемо приклад. Проведемо розрахунок коливань осцилятора, у якого 

т = 5 к г ; с = 1125 Н /м ; F  = 14,715H. Удар здійснюється тілом масою т0 = 1 кг зі швид­
кістю F0 = 6 м/с при коефіцієнті відновлення ^  = 0,5- Для цих вихідних данних: 
и0 = 1,5 м/с; со = 15 с_1 і виконується нерівність (5). Тому осцилятор виходить з області 
застою внаслідок удару. Результати обчислень ап і tn наведені в табл. 1.

Таблиця 1
Значення ап і tn при горизонтальному ударі

п 0 1 2 3
100а„,м 8,777 6,161 3,545 0,929
10ґ„,с 0,961 3,055 5,149 7,244

Результати числового комп’ютерного інтегрування рівняння (1) при вказаних 
вище числових данних і початкових умовах (2) графічно подані на рис. 1.

Як бачимо, до повної зупинки осцилятор виконує обмежену кількість розмахів. 
Спостерігається гарна відповідність ап і t в табл. 1 і рис. 1, що підтверджує вірогідність
аналітичних розв’язків.

2. Вертикальний абсолютно непружний удар. Срямуємо вісь ох  вертикально 
вниз у напрямі удару по осцилятору тіла масою т0 зі швидкістю V0 . Тут, на відміну від 
попередньої задачі, будемо додатково враховувати дію миттєво прикладеної ваги тіла, 
що вдаряє, яка дорівнює m 0g  де g  - прискорення вільного падіння.

Зберігаючи попередні позначення, вертикальні переміщення осцилятора 
описуємо диференціальним рівнянням:

М х  + cx + F sign(x) = m0g.  (6)
Його доповнюємо початковими умовами:

х(0) = 0; x(0) = l>o =m0V0 / М .

Розвязок цієї задачі при t є  [0;ґ0] має вигляд:
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