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Розглядається задача стійкості системи, яка описується рівнянням п -го порядку з 
випадковими коефіцієнтами. Отримані необхідні та достатні умови асимптотичної стій-
кості в середньому квадратичному, які переходять у відсутність шуму в умові Рауса-Гур-
віца. Наведені такі достатні умови стійкості моментів більш високих порядків. 

Ключові слова: лінійна система, критерії стійкості, випадкове збурення парамет-
рів, білий шум, лінійна стохастична система. 

Актуальність проблеми 
Сільськогосподарський агрегат являє собою складну керовану динамічну сис-

тему, яка функціонує в умовах зовнішніх впливів, що постійно змінюються та обумов-
люються багаточисельними і різноманітними факторами. Вплив різних факторів, голов-
ним чином випадкових, спричиняє нерівномірність завантаженості агрегатів та їх двигу-
нів, а також зміну енергетичних, економічних та технологічних показників процесів, які 
виконуються даними системами. 

В машино-тракторному агрегаті мінливість зовнішніх факторів при взаємодії ро-
бочих органів з оброблюваним середовищем та рушіїв з поверхнею поля, визначає скла-
дний характер руху окремих точок системи. Переміщення точок робочих органів агре-
гату характеризують в значній мірі якість виконання ряду операцій (оранки, культивації, 
сівби і т.п.). В свою чергу, взаємодія агрегату з оброблюваним середовищем визначає і 
енергетичні витрати на виконання відповідних польових операцій. 

Через випадковий характер зовнішнього впливу технологічні та енергетичні по-
казники роботи агрегатів та їх комплексів є також випадковими величинами. Для прак-
тичного врахування випадкових факторів, які мають місце при функціонуванні сільсько-
господарського агрегату, необхідно встановити закономірності зміни цих факторів і на-
дати їм якісну та кількісну оцінку, тобто визначити їх статистичні характеристики. 

Аналіз останніх публікацій за даною проблемою 
У зв’язку з аналізом статистичних характеристик виникає необхідність розробки 

розрахункової схеми агрегату або комплексу машин, тобто їх динамічної моделі. 
В загальній теорії систем керування [5, 6] розглядаються два методи описання фу-

нкціонування динамічної системи. Перший метод широко використовується в теорії ав-
томатичного керування та статистичній динаміці систем керування, і базується на хара-
ктеристиках «вхід-вихід», коли динамічна система задається координатами на її вході та 
виході [7]. 

Другий метод, найбільш повний, пов’язаний з описанням поведінки динамічної 
системи в просторі станів (фазовому просторі). Цей метод є досить результативним для 
розв’язання задач оптимального керування [5]. При цьому, сукупність фазових коорди-
нат визначає простір станів, а опис роботи динамічної системи зводиться до складання 
рівнянь руху в просторі стану, тобто рівнянь, що пов’язують координати з керуючими 
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параметрами. 
В загальному випадку [1-4] такий метод дозволяє отримати систему лінійних ди-

ференційних рівнянь порядку п  з постійними коефіцієнтами. Такі рівняння є базовими 
при розв’язанні задач динаміки в загальному випадку, однак їх використання в теорії 
стійкості призводить до суттєвого збільшення розрахунків, особливо в стохастичному 
вигляді. 

Результати дослідження 
Припустимо, що деяка детермінована система описується лінійними диференцій-

ними рівняннями порядку п  з постійними коефіцієнтами: 

 ( ) ( 1)
1 ... 0n n

ny y y     . (1) 

При впливі на таку систему випадкових сил типу «білого шуму» рівняння (1) пе-
рейде в стохастичне диференційне рівняння виду: 

 ( ) ( 1)
1 1[ ( )] ... [ ( )] 0n n

n ny t y t y          . (2) 

Передбачається, що гаусові «білі шуми» 1( )t , … , ( )n t  мають нульове матема-
тичне очікування, але можуть, в загальному випадку, бути корельованими, тому: 

 )(2)()( ststM ijji    . (3) 

Як відомо, від шумів 1( )t , … , ( )n t  можна перейти до незалежних «білим шу-
мів» 1( )t , … , ( )n t , з нульовим математичним очікуванням і кореляційною матрицею 
2 ( )ij t s   за допомогою формул виду: 

 
1

( ) ( )
n

i ij j
j

t b t 


  , (4) 

де  матриця ijb  така, що: 

 ij ji ijb b   . (5) 
Рівняння (2) надалі розуміється як система стохастичних диференційних рівнянь, 

яку, враховуючи (4) і вводячи позначення 
 1y X , 2y X  , … , 1n

ny X  , (6) 
можна записати у вигляді: 

 
1 2 2 3 1

1 1
1 , 1

, ,..., ,

( ).

n n

n n

n i n i ij n i j
i i j

dX X dt dX X dt dX X dt

dX X dt b X d t 



   
 

  

   
 (7) 

Як відомо, існує єдиний строго марковский процес з безперервними траєкторіями 
1( ) ( ( ),..., ( ))x x x

nX t X t X t , що задовольняє системі (7) при початкових умовах (0)xX x . 

З процесом ( )xX t  тісно пов’язаний диференційний оператор другого порядку: 

 
21

1 1 1 1 2
1 1 , 1

n n n

i i n i ij n i n j
i i i ji n n

L x x x x
x x x

 


      
  

   
       
   , (8) 

який при дослідженні стійкості марковских процесів відіграє ту саму роль, що й оператор 
Ляпунова в стійкості детермінованих систем [8, 9]. 

Використовуючи роботи [8, 10] будемо казати, що система (7) асимптотично 
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p-стійка ( 0р ), якщо 0)(lim 
px tXM  при t  й, крім того, для будь-якого 0  

знайдеться таке 0 , що )(tXM x , якщо x  (через x  позначена евклідова но-
рма вектору х ). Назвемо систему (7) асимптотично стійкою в середньому квадратич-
ному, якщо вона стійка при 2р  . 

Метод отримання необхідних і достатніх умов стійкості в середньому квадратич-
ному довільної лінійної системи з «білими шумами» вказаний в роботі [10], де розгляда-
ється відмінна від прийнятої в даній роботі модель лінійної стохастичної системи. Однак, 
отримані таким методом умови досить великі: для їх перевірки необхідно розрахувати 

2п  визначників, старший з яких має порядок 2п . 
В роботі [5] доведено, що для асимптотичної стійкості в середньому квадратич-

ному стаціонарної лінійної стохастичної системи необхідно і достатньо, щоб для будь-
якої визначено-додатної квадратичної форми )(xW  знайшлась інша визначено-додатна 
квадратична форма )(xV , для якої )()( xWxLV  . Ця теорема дозволяє отримати алге-
браїчні критерії для асимптотичної стійкості в середньому квадратичному такої системи. 
Однак, ці критерії призводять до значного збільшення розрахунків навіть в детермінова-
ному випадку. 

Як показано в роботі [11], для асимптотичної стійкості в середньому квадратич-
ному системи (7) необхідно, щоб система «без випадковостей» 

 1 2 2 3 1 1
1

, ,... , ,
n

n n n i n i
i

dX X dt dX X dt dX X dt dX X  


     . (9) 

була асимптотично стійкою, тобто щоб виконувались умови Рауса-Гурвіца: 

 

1 3 5

1 3 5 2 4
1 3

1 1 2 3 2 4 1 3
2

1 3

0
1

0, 0, 1 0,..., 0 0
1

0
0 0

n

n

  
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 
    


 



           





    
 

. (10) 

Відомо, що при виконанні цих умов існує визначено-додатна квадратична форма 
)(xV , для якої повна похідна, враховуючи (9), являє собою наперед задану від’ємно-ви-

значену квадратичну форму: 

 
1

0 1 1
1 1

n n

i i n i
i ii n

V VL V x x
x x




  
 

 
 

   . (11) 

Розглянемо спочатку випадок, коли квадратична форма виду 

 



n

ji
jninij xxx

1,
11)(  , )( jiij    (12) 

визначено-додатна. Тоді справедливе припущення, що для асимптотичної стійкості в се-
редньому квадратичному системи (7) необхідно і достатньо, щоб існувала визначено-до-
датна квадратична форма виду: 

 
, 1

( )
n

ij i j
i j

V x d x x


 , (13) 

яка задовольняє умовам виду: 
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 )()(0 xxVL  , 
2
1

nnd . (14) 

Для отримання умов достатньо виразити коефіцієнт nnd  в формі )(xV , яка визна-
чається з рівняння (14), через параметри i  та ij  системи (7). 

З цією метою позначимо через )(),...,(1 tXtX njj
  ( nj ,...,2,1 ) фундаментальну сис-

тему розв’язань детермінованих рівнянь (9), яка визначається початковими умовами 
sjsjX )0( . Тоді будь-який розв’язок )(),...,(1 tXtX x

n
x   цих рівнянь з початковими умо-

вами i
x

i xX )0(  ( ni ,...,2,1 ) запишеться в наступному вигляді: 

 
1

( ) ( )
n

x
i j ij

j
X t x X t



  . (15) 

Як відомо, функцію )(xV , яка задовольняє співвідношенню (14), можна предста-
вити у вигляді: 

 1 1
, 10

( ) ( ) ( )
n

x x
ij n i n j

i j
V x X u X u du



   


    . (16) 

Останнє рівняння дозволяє виразити коефіцієнти ijd  форми )(xV  і, в окремому 

випадку, коефіцієнт nnd  через фундаментальну систему розв’язань )(tX ij
 , а потім і через 

коефіцієнти i  і ij . Дійсно, як показано в роботі [9]: 

 








1

0
1,1

)(

2
1 n

r
r

r
nn

n
nn qd , (17) 

де 1,1  r  – алгебраїчне доповнення елементу першої строки і 1r  стовпця останнього 
визначника Гурвіца п , а числа )(r

nnq  пов’язані з коефіцієнтами ij  форми )(х  за-
лежністю виду: 

 
1

1 ( ) ( 1)
1, 1

, 1 0
( 1) ( ) ( )

n n
п r n r

n i n j ni nj nn
i j r

D D q   


  
   

 

    . (18) 

Тут )(niD  – алгебраїчне доповнення елементу п -ї строки і i -го стовпця визнач-
ника системи (7): 

 

1 2 1

1 0 0
0 1 0

( )
0 0 0 1

n n n

D






     






   




    



. (19) 

Легко бачити, що 21)1()()(  jji
njni DD  . Тому з залежності (18) отрима-

ємо: 

 
1 1

1 2 ( 1) 2

0 2( ) 0
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n n
q k n k k

pq nn
k p q n k k
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 
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 
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 
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( 1)n k q
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p q n k

q   

  

  . (20) 
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З рівнянь (17) і (20) випливає, що в разі, коли )(х  є визначено-додатною квадра-
тичною формою, для стійкості в середньому квадратичному системи (7) необхідно і до-
статньо, щоб виконувалися наступні умови: 
 1 0,..., 0,n n       , (21) 
де 

 

(0) (1) (2) ( 1)

2 4

1 3

1 0
0 0

0 0 0

n
nn nn nn nn

n

q q q q
 
 





 





    


. (22) 

Даний визначник відрізняється від останнього визначника Гурвіца п  лише пер-
шою строкою. При цьому числа )(r

nnq  ( 1,..,1,0  nr ) виражаються через коефіцієнти ij  
матриці кореляції за формулами (20). 

Покажемо тепер, що умови (20) – (22) залишаються вірними й без припущення 
про додатну визначеність квадратичної форми )(х . Для цього разом з системою (7) ро-
зглянемо іншу систему виду: 

 
1 2 2 3 1

2
1 1 1 1

1 , 1 2

, , ... , ,

.

n n

n n n

n i n i ij n i j i i
i i j i

dX X dt dX X dt dX X dt

dX X dt X d X d X d      



   
  
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      
 (23) 

Тут 1( ), ... , ( )nt t   – незалежні між собою й від 1( ), ... , ( )nt t   вінеровські про-
цеси, а   – достатньо малий параметр. 

Легко бачити, що оператор, який відповідає системі (23), має вигляд: 

 
2

2 2 4 2
1 2

2

n

i
i n

L L x x
x  



 
     

 . (24) 

Оскільки квадратична форма 

 



n

i
ixxxx

2

242
1

2)()(   (25) 

визначено-додатна при будь-якому 0 , то для асимптотичної стійкості в середньому 
квадратичному системи (23) необхідно й достатньо, щоб виконувались наступні умови: 

 1 0, ... , 0n    , n    ,  

де 
(0) 4 (1) 4 (2) 4 1 2
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1 2 4 1
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


 



    

        





    


. (26) 

Оскільки 0)1( 1
1  

n
n , то з (26) випливає, що при усіх достатньо малих   отри-

маємо: 
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    . (27) 

Припустимо, що система (7) асимптотично стійка в середньому квадратичному. 
Тоді, виходячи з роботи [11], система (23) буде також стійкою при всіх достатньо малих 

0  й значить: 

 1 0, ... , 0n    , n    . (28) 

З (27) та (28) отримаємо: 

 1 0, ... , 0n    , n   . (29) 

В інший бік, нехай нерівності (29) виконані. Тоді з (26) можна зробити висновок, 
що знайдеться таке достатньо мале  , для якого виконуються нерівності (28), тобто си-
стема (23) асимптотично стійка в середньому квадратичному при цьому  . Отже, сис-
тема (7) також асимптотично стійка в середньому квадратичному. Приймемо наступне 
припущення: для асимптотичної стійкості в середньому квадратичному системи (7) не-
обхідно й достатньо, щоб виконувались умови (29). Тоді, визначник   має вигляд (22), 
а числа )(r

nnq  ( 1,...,1,0  nr ), які стоять в першій строчці цього визначника, виражають 
через коефіцієнти ij  за формулами (20). 

Необхідно відмітити, що в умови (29) входять лише ті коефіцієнти ij  кореляцій-
ної матриці, для яких сума ji   парна. Зокрема, для систем другого та третього порядків 
необхідні та достатні умови асимптотичної стійкості в середньому квадратичному при 

2n  мають вигляд: 

 1 2 1 2 11 2 220, 0,          , (30) 

а при 3п  : 

 1 3 1 2 3 1 2 3 3 11 2 3 33 1 3 22 130, 0, , ( ) ( 2 )                        . (31) 

У випадку, коли до коефіцієнтів i  рівняння (1) додаються незалежні білі шуми

1, ... , n   , тобто 0ij  при ji  , визначник   приймає найбільш простий вигляд: 

 

1
11 22 33

2 4

1 3

( 1)
1 0
0 0

0 0 0

n
nn

n

   
 
 



 

 





    


. (32) 

Умови (20) – (22) є достатніми для асимптотичної p-стійкості системи (7) при 
2р  . Тому, розглянемо достатні умови асимптотичної p-стійкості при 2р  . Припус-

тимо спочатку, що квадратична форма ( )х  визначено-додатна. 
Для асимптотичної p-стійкості при 2р , а отже й при 2р , необхідно, щоб іс-

нувала визначено-додатна квадратична форма, що задовольняє співвідношенню (14), 
виду: 

 



n

ji
jiij xxdxV

1,
)( , ( jiij dd  ), (33) 

Нехай: 
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1
2( ) [ ( )]

p
V x V x . (34) 

Зрозуміло, що: 
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    







 (35) 

З нерівності для визначено-додатної Из неравенства для определенно-положи-
тельной самосполученої матриці виду 

 , , ,( ) ( )( )x y x x y yD D D , (36) 
при )1,0,...,0(y витікає, що: 

 
2

1
( )

n

nj j nn
j

d x d V x


 
 

 
 . (37) 

Використовуючи дане співвідношення, з виразу (35) отримаємо: 

 
1 1
2 1( ) ( 1)

2
p

nnLV pV x d p
      

 . (38) 

Якщо 
2
1)1( pdnn , то з залежності (38) витікає, що система (7) асимптотично 

p-стійка. 
Таким чином для асимптотичної стійкості системи (7) при 2р  достатньо, щоб 

виконувались наступні нерівності (з яких перші п  є необхідними): 

 1 0, ... , 0n    , ( 1)n p    . (39) 

При цьому, можна навести приклади, які показують, що умова  )1( pn  не є 
необхідною. 

Неважко також показати, що умови (39) залишаються вірними й без припущення 
про невиродженість квадратичної форми ( )х . 

Висновки 
В результаті теоретичних досліджень отримані необхідні і достатні умови стійко-

сті в середньому квадратичному системи (2) або (7), що вимагають обчислення всього 
1п  визначників, старший з яких має порядок п . При цьому виявляється, що перші п  

визначників ті ж, що і визначники k  ( nk ,...,2,1 ), що входять в критерій Рауса-Гурвіца 
для рівняння (1). Останній же визначник отримують заміною в п  першого рядка ряд-
ком, складеним за певним правилом з коефіцієнтів ij  кореляційної матриці. Якщо всі 

0ij , то критерії (20) – (22) переходить в критерій Рауса-Гурвіца. 
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Summary  

Kalinin E., Romanchenko V., Yurueva G. Formation conditions of stability of linear 
system randomly excited of parameters 

In the article consider the problem stability of the system, which described by the equation 
of some order with random factors. The necessary and sufficient conditions for asymptotic stability 
in the mean square, moving in the absence of noise condition Routh-Hurwitz. These are sufficient 
conditions of stability points higher orders. 
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