
Олынанський В.П., 
Бурлака B.B., 
Сліпченко M.B., ПРО КОЛИВАННЯ ПІДРЕСОРЕНОГО ТІЛА  

ПРИ УДАРНОМ У ЙОГО НАВАНТАЖ ЕННІХарьківський національний
технічний університет сільського 
господарства імені П.Василснка, 
м. Харків, Україна,
E-mail: teonyaTMM@gmail.com.

УДК 534.1:539.3

Дослідж ено коливання системи з одним ступенем вільності, спричинені м е
ханічним ударом твердого тіла. Пруж на характеристика осцилятора апроксимована 
відрізками двох прямих ліній. Методом припасов)’вання побудовано аналітичні розв ’язки  
задачі динаміки підресореної платформи для варіантів непружного та частково пруж 
ного ударів. Виведено компактні формули для розрахунків переміщення у  часі та обчис
лення максимальних зусиль у  деформованих елементах системи. Встановлено умови, за  
яких крім основного пруж ного елемента (ресори), піддається деформуванню і додатко
вий пружний елемент (підресорник). Для порівняння теоретичних результатів розгля
нуто також енергетичний варіант розв ’язку задачі удару. Він дає мож ливість досить 
просто обчислити максимальні переміщення і зусилля в системі, підданій удару, без 
розв ’язування диференціального рівняння руху. Наведено приклади розрахунків.

К лю чові слова: осцилятор, кусково-лінійна пружна характеристика, механічний 
удар твердим тілом, переміщення, зусилля в деформованих елементах

А ктуальність. При механічному ударі в елементах конструкцій можуть вини
кати великі деформації та напруження, що призводить до передчасної втрати працез
датності конструкції або часткового її руйнування. Тому розрахунки на удар в ідігра
ють важливу роль при проектуванні деталей машин.

А наліз останніх публікацій. Існує декілька теорій механічного удару, в ос
нову яких покладено різні гіпотези [1 4]. Динаміку типових елементів конструкцій
при імпульсному або ударному навантаженнях досліджували також в [5 -  7]. В інж е
нерній розрахунковій практиці набула поширення технічна теорія удару, яка ґрун
тується на енергетичних міркуваннях [8]. В більш ості публікацій технічна теорія сто
сується лінійно пружних систем. Значно менше уваги присвячено дослідженню  по
ведінки нелінійних систем при ударі. Виходячи з цього, тут розглядаємо динаміку 
осцилятора з кусково-лінійною  характеристикою  пружності в умовах ударного наван
таження.

М ета статті. М етою статті є виведення та апробація нових формул для обчис
лення переміщень та зусиль у нелінійному осциляторі при механічному ударі.

О держані формули можуть знадобитись для розрахунку переміщень та зусиль 
в елементах підвіски вантажних транспортних засобів при вертикальному ударному 
навантаженні падаю чими твердими тілами, зокрема при постановці важкого контей
нера на кузов підйомним краном.

Викладення основного матеріалу. Розглянемо два варіанти механічного 
удару: непружний вертикальний, коли після удару з ’єднуються дві маси і далі 
здійснюють спільний рух та частково-пружний горизонтальний, коли ударяю че тіло 
відскакує від осцилятора і рухається окремо.

1. Непружний удар. Припускаємо, що осцилятор має масу т  , яка підресорена 
основним пружним елементом (ресорою) жорсткістю с, та додатковим пружним еле

ментом (підресорником ) жорсткістю с2 . Додатковий пружний елемент підсилю вач
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включається в роботу, коли деформування (переміщення рухомого кінця) основного 
елемента перевершує зазор лг,. Розрахункова схема осцилятора показана на рис. 1.

Оп
т п

Нехай тверде тіло масою т 0 рухається вертикально вниз і вдаряє зі швидкістю 

и0 по масі т , що знаходиться в стані спокою. За теоремою про збереження кількості 

руху, після миттєвого з ’єднання мас (удару), новоутворена маса М  =  т 0 + т  буде ру
хатись вниз зі швидкістю:

v  — пг0и 0 /  М  . (1)

Переміщення осцилятора х ( / ) ,  спричинені ударом, описуємо диференціальним 

рівнянням:

M r  +  c ,x -l-c2 ( x - x l ) - / / ( x - j c l ) =  0 .  (2)

При початкових умовах:

х ( 0 )  =  0; х ( 0 )  =  v . (3)

Тут швидкість и  визначається виразом (1); Н ( х  — х , ) -  одинична функція

Хевісайда; крапка над .v означає похідну за часом t .
У відповідності з (2), (3) при малих t рух проходитиме за законом:

х ( / ) =  —  sin (& > /), 
со,

де =  y jcx /  М  .

Якщо виконується умова:

v _ j n £ ± <  

со, M e, ' ’і
то рух осцилятора при любих t проходитиме без деформування підресорника.

Деформування цього пружного елемента буде відбуватись лише при виконанні 
нерівності:

и  _  т пи п

со,
> х г



Таке деформування почнеться в момент часу
1

t =  /, = — a rcs in
со,

сохх і 

и
зі швидкістю:

L>, =  x ( t )  =  U ■ COs(&>/,) =  yjl)2 — .

Для розрахунку подальшого руху осцилятора треба розв'язати диференціальне 
рівняння:

Мх + (с, + с2) х = с2х],
при початкових умовах:

* ( / , )  =  * .; і ( 0  =  Ч -
Ця задача Коші має розв’язок:

jc( / )  =  5  +  ^ s in [< y 2( / - f , )  +  ^ ] ,  (4)

в якому (02 =  І—
с .+ с7

М
А  =

/  > 
с .*>

2 /  Лц 1 1
L С \ С 2 у

~Г

 ̂Ю 2 ; V
М и 2 с\с2х 1

c t + c 2 (с ,+с2)

с 2дг, _  с іх [со2
в  = — ; (р = a rc tg

С\+С2 (С, +С2) О,

Згідно з (4), максимальне переміщення коливальної системи становить:

т а х х ( ґ )  =  х ( / , )  =  А  + В , (5)

причому t, =  Н------
К
- - < р

/со \ 2
Максимальні зусилля в ресорі m a x / 'j  і підресорнику т а х /%  далі легко обчис

лити за формулами:

m a x Fx =  с , ( А  + В ) ;  m a x F2 = c 2( A  + В - х {) .

Зазначимо, що коли не цікавитись процесом руху, то формулу (5) можна вивести 
іншим шляхом, прирівнявши кінетичну енергію Т , яку мала система після удару, мак
симальній потенціальній енергії П  деформації пружних елементів. У нашій задачі:

І с, + с , )(х. -  X,
2 2 1 1 2
1 - ,  1 і 1

Т  = — М и 2 =  П  — —с^х2 +  — (с, +  с 2) ( х ,  + с ,х , (х , х ,  = x ( t , ) .

Це квадратичне рівняння зводиться до більш компактного:

ч2 2с,х, / ч М и~-с,х ,(.V. - хі )" + — —  (х .  -  х{ )  -  ■ ілі = 0

і має розв язок:
С, + С 2

с\х

с, + с 2

ІЛІ

Звідки випливає, що:

/ \ СіХ*х , = т а х х ( / )  = —— — к

С ,Х|
с. + с ,

М и ' - с хх х 

с ,+ с 2

M } L ------- C\C_2x f_  = В + А ,
с,+с2 ]І с, + с2 (с,+ с2)



Отже, розрахунок непружного удару осцилятора з кусково-лінійною характери
стикою пружності зводяться до використання компактних формул. Проілюструємо їх ви
користання на числовому прикладі.

Приклад 1. Розглянемо рух осцилятора після удару при: т  = 900 кг ; с, = 105 Н/м;

с2 =  44• 10 3 Н /м ; т0 = 100 к г ; о0 =  6 м /с ;  х, = 0,02 м . Для таких числових даних:

и =  0 ,6 м /с ;  < y ,= 1 0 c‘ ‘ ; / ,= 0 ,0 3 3 9 8 с ; ц  = 0 ,5 6 5 6 9  м /с ; <Uj=12c"‘ ; А = 0 , 0491 4 м ;

5  = 0,0061 ї м ;  max * ( / )  =  0 ,05525 м ; ^  =  0 ,2 8 6 5 2 ; / ,= 0 ,1 4 1 0 0  с ; m a x ^ = 5 5 2 5  H ;

max F2 =1551 H .

Статичне переміщення осцилятора під дією ваги тіла, що вдаряє m 0g  легко 
знайти за формулою:

Гто8

с ,
m0g < с,х.

m0g -  с.х, 
х ,+  — -------- —  m0g > c ,x „

с, +  с 7

де g  -  прискорення вільного падіння.

Для заданого вище т 0 m 0g  < c,jc, і jcci =  0 ,0 0 9 8 1  м . Це статичне переміщення 
значно менше, ніж розраховане вище максимальне динамічне. Коефіцієнт динамічності: 
К () =  т а х д ' ( / ) / л 'сі більший 5,6.

2. Виведемо далі формули для розрахунку частково пружного удару по осциля
тору, коли маси пі і т и після удару рухаються з різними швидкостями по горизонталі. 
Згідно з теорією Ньютона, після удару маса т  буде рухатись зі швидкістю:

т ^ { \  + К )
и = -------------------

М
де К  -  коефіцієнт відновлення.

Моделювання руху осцилятора після удару зводиться до розв’язання рівняння:
піх + с,х + с\ (х -  jc, ) • Н (х — дг,) = 0,

при початкових умовах:
х(0) = 0; х (0 ) = и.

Ця задача аналогічна попередній. Тому, опускаючи подробиці, приводимо кінцеві 
результати.

При

и т 0и 0( \  + К ) г -г -
—  = ----- --------- Р\ ~  v c i '  т  ’
Р\ Щ\

осцилятор буде рухатись за законом:

x (t )  =  — sin (p lt),
Р\

без деформування підресорника.
Якщо:

и
—  > X,,
Р\

то деформування підресорника почнеться в момент часу:
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I . p,X. t =  r, = — arcsin —L-L,
P\ и

зі швидкістю: i: (r 1) =  w1 =  yju ' — (/? ,* ,) .

При t > г, рух осцилятора буде описуватись виразом:

дг(/) = j5 + Csin[ /?2( ? - r , )  + ^ ] ,
у якому:

Л = J £ l± £ l ; C = J |
\ 2

+
t  \  

і / , С.л-р,
; if/ = arctg-

(c,+c2)w,\ Р \

Максимальне переміщення становить:

тахл:(/) = х(г,) = £  + С (6)
і досягається в момент часу:

1 ( к  \  
t = T* =  г, ч-------------- у/ .

Р г \  2
Для  обчислення максимальних зусиль масмо залежності:

max F{ =с{( В  +  С ) , max F1 = с2 ( В  + С -  х]) .
Зазначимо, що, як і вище, формулу (6) можна також вивести із енергетичних 

міркувань.
Приклад 2. Проведемо розрахунок руху осцилятора масою: т  =  8 0 0  кг та попе

редніми с , , с 2 , лг, при горизонтальному ударі тілом, у якого т 0 = 10 к г ; и0 = 2 0  м /с  

АГ =  0 ,5 .  Для цих вихідних даних одержуємо: и = 0 ,3 7 0 3 7 м /с ;  /?, = 1 1 ,1 8 0 3 4 с -1 

г, = 0 ,0 5 7 9 8  с ;  w, =  0 ,2 9 5 2 5 м / с ; р 2 =  1 3 ,41641  с " 1; С  =  0 ,0 2 6 0 2  м

т а х х ( / )  =  0 ,0 3 2 1 3  м ;  ^  =  0 ,5 6 2 9 9 ;  г, =  0 ,1 3 3 10 с ;  m a x  Fx = 3 2 1 3  Н 

т а х /%  -  5 3 3 ,7  Н .
В и с н о в к и :
1. Задача руху осцилятора з кусково-лінійною характеристикою пружності при 

ударі має замкнутий аналітичний розв’язок в елементарних функціях і його побудовано 
в роботі.

2. Обчислення основних динамічних параметрів руху зводиться до використання 
компактних формул, вірогідність яких підтверджена числовими розрахунками.
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Summary

Olshanskiy V.P., Burlaka V.V., Slipchenko M.V. O n  o sc illa tio n s  o f  a springsed b o d y 
under shock load ing

The oscillations o f  systems with one degree offreedom  caused by mechanical shock o f  
a solid body are investigated. The elastic characteristic o f  the oscillator is approximated by 
segments o f  two straight lines. The addition method is used to construct analytical solutions to 
the problem o f  the dynamics o f  a sprung platform fo r  variants o f  inelastic and partially elastic 
shocks. Compact form ulas are derived fo r  calculating the time o f  displacement and calculating 
the maximum forces in the deformed elements o f  the system. Conditions are established fo r  
which, in addition to the main elastic element (springs), an additional elastic element (sub
springs) is deformed. For comparison o f  theoretical results, the energy> variant o f  the solution 
o f  the shock problem is also considered. I t makes it possible to calculate simply the maximum  
displacements and forces in the impacted system without solving the differential equation o f  
motion. Examples o f  calculations are given.

Keywords: oscillator, piecewise linear elastic characteristic, mechanical impact by a 
solid body, displacements, forces in deformed elements.
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